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Часть 1. Статика

Задание С.1.
Определение реакций опор твердого тела.


На рис.1показаны три способа закрепления бруса, ось которого – ломаная линия. Задаваемая нагрузка и размеры во всех трех случаях одинаковы.

Определить реакции опор для того способа закрепления бруса, при котором реакция XA имеет наименьший модуль.


Дано: P=2кН;



M=4кН*м;



q=2кН/м.

Исследовать XA.
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Рис. 1








Рис. 2

Решение.


Рассмотрим систему уравновешивающихся сил, приложенных к конструкции. Действие связей на конструкцию заменяем их реакциями (рис.2). Равномерно распределенную нагрузку интенсивностью q заменяем равнодействующей
Q = q*2 = 4 кН.
· Вычислим реакцию XA для схемы a:
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Вычисления дают: XA = 1.4142 кН.
· Найдем XA для схемы б:
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где BK=
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Следовательно, XA = 10.8284 кН.

· Вычислим реакцию XA для схемы в:
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где AC=
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Отсюда: XA = 1.4142 кН.
Таким образом, наименьшая реакция XA получается при закреплении бруса по схеме а и с. Определим остальные реакции для схемы а:
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,   откуда MA = -21.657 кН*м.
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,   откуда YA = 5.4142 кН.

Результаты расчета приведены в таблице 1.
Таблица 1
	Схема по рис.1
	Реакция XA, кН
	Момент MA, кН*Н
	Реакция YA, кН

	а
	1.4142
	-21.657
	5.4142

	б
	10.8284
	––   
	––   

	в
	1.4142
	––   
	––   


Задание С.3.

Определение реакций опор составной конструкции (система двух тел)


Конструкция состоит из двух частей. Установить, при каком способе 
соединения частей конструкции (шарнир на рис. 3 или скользящая заделка на 

рис. 4)  модуль реакции B наименьший и для этого варианта соединения определить реакции опор, а также соединения C. 
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Рис. 3






Рис. 4

Дано:
  P1 = 11,0 кН;



  P2 = 7,0 кН;


  M = 200 кН*м;



  q = 2,0 кН/м.

Решение.

Равномерно распределенную нагрузку интенсивностью q заменяем равнодействующей

Q = q*2 = 4 кН.
1. Определение реакций опоры A при шарнирном соединении в точке C.
Рассмотрим систему уравновешивающихся сил, приложен-ных ко всей конструкции (рис.5). Составим уравнение моментов сил относительно точки A:
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подставим известные данные в уравнение (1), получим:
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Рис. 5


Для нахождения реакции опоры D рассмотрим часть конструкции, 

расположенную правее шарнира (рис.6). Составим уравнение моментов сил относительно точки С:
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откуда
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после подстановки получим:
RD = 20/3 = 6,6667.

Подставим найденное RD в уравнение (1`), получим RB = 0,3644.
[image: image17.png]



Рис. 6

2. Определение реакций опоры A при соединении скользящей заделкой в точке C (рис.4).
Системы сил, показанные на рис.3 и 4 ничем не отличаются, поэтому уравнение (1`) остается в силе. Для получения второго уравнения рассмотрим часть конструкции, расположенную левее скользящей заделки (рис.7).
Составим уравнение моментов сил относительно точки A:
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Рис. 7
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(2)
составим также уравнение моментов сил относительно точки С для конструкции, расположенной правее заделки:
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откуда MC = M – 3RD. Подставим полученное MC в уравнение (2) и вычислим; получим систему:
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Решая систему, получим RB=3,5156 кН.

Итак, реакция опоры B наименьшей является в первой конструкции.

3. Нахождение остальных реакций опор в конструкции при шарнирном соединении.
Реакцию RD знаем:
RD = 6,6667 кН.
Найдем реакцию RA =
[image: image22.wmf]A
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. Для этого составим уравнения равновесия для полной конструкции:
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Откуда
XA = cos60º*P2 – Q = -0,5 кН;

YA = P1 + sin 60º* P2 – RB – RD = 6,8799 кН.
Реакция опоры A:

RA =
[image: image24.wmf]2
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= 47,3955 кН.
Найдем реакцию XC и YC. Для этого рассмотрим левую часть конструкции. Составим уравнения равновесия:
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Откуда
XC = XA + Q – cos 60*P2 = 0.0 кН;

YC = YA – P1 – sin 60º*P2 +RB = -RD = -6,6667 кН.
Результаты расчета приведены в таблице 2.

Таблица 2
	Способ
	Силы, кН

	
	RB
	XC
	YC
	RD
	RA
	XA
	YA

	I
	0,3644
	0,0
	-6,6667
	6,6667
	47,3955
	-0,5
	6,8799

	II
	3,5156
	––
	––
	––
	––
	––
	––


Задание С.8.

Определение положения центра тяжести тела.


Найти координаты центра тяжести плоской фигуры.
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Рис. 8
Решение.

Координаты центра тяжести плоской фигуры определяем по формулам

xC = Sy/F;    yC = Sx/F.
(1)

Здесь Sy= Fixi, Sx = Fiyi – статисти-ческие моменты фигуры относительно осей y и x, F – площадь фигуры.


Чтобы воспользоваться формулами (1), делим плоскую фигуру на части, для которых известны или легко определяются площади и координаты центров тяжести.


В данном случае в качестве таких фигур берем прямоугольник и два полукруга.
· Рассмотрим прямоугольник.
Площадь прямоугольника: F1 = 40*4 = 160 см2.

Центр тяжести однородного прямоугольника расположен в точке 
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Рис. 9
пересечения его диагоналей: yC1 = 2 см,  xC1 = 20 см.
· Рассмотрим круговой сектор с радиусом 16 см.
Площадь полукруга: 
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Координаты центра тяжести: центр тяжести С2 лежит на оси симметрии x’. Расстояние центра тяжести от центра O:  
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. В данной системе координат проекция C2 на ось x=-8.49. yС2=10 см.
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Рис. 10
· Аналогично рассмотрим второй круговой сектор с радиусом 16 см.
Площадь сектора: F3=401,92 см2.
Координаты центра тяжести: xC3=-6,97 см; yC3=10 см.
Этот круговой сектор отсутствует в фигуре, значит, в формулы подставляем площадь и координаты центра тяжести этого элемента с отрицательными знаками.
· Вычислим координаты центра тяжести плоской фигуры:
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F=386,08 см2

XC=
[image: image37.wmf]см

F

S

y

5

,

1

=


yC=
[image: image38.wmf]см

F

S

x

7

,

6

=



Все расчетные данные занесены в таблицу 3.
Таблица 3
	Noэлемента
	Fi , см2
	xi , см
	yi , см
	S iy=Fixi , см3
	S ix=Fiyi , см3

	1
	160
	20
	2
	3200
	320

	2
	628
	-8,49
	10
	-5331,72
	6280

	3
	401,92
	-6,79
	10
	-2729
	4019,2

	
	386,08
	--
	--
	597,32
	2580,8


Часть 2. Кинематика

Задание К.1.
Определение скорости и ускорения точки по заданным уравнениям ее движения.


По заданным уравнениям движения точки M установить вид ее траектории и для момента времени t=t1 (с) найти положение точки на траектории, ее скорость, полное, касательное и нормальное ускорения, а также радиус кривизны траектории.

Дано: x = 3t2 – t + 1;

y = 5t2 – 5t/3 – 2;

t1 = 1с.
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Решение.


Уравнения движения можно рассматривать как параметрические уравнения траектории точки. Чтобы получить уравнения траектории в координатной форме, исключим время t из уравнений движения.
Умножим второе уравнение на 3/5:
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подставим в первое уравнение:
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или
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т.е. траектория точки является прямая, показанная на рис.11.

Вектор скорости точки:
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Вектор ускорения точки:
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Здесь 
[image: image45.wmf]j
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 – орты осей x и y;  Vx, Vy, ax, ay – проекции скорости и ускорения точки на оси координат.

Найдем их, дифференцируя по времени уравнения движения:
Vx=
[image: image46.wmf]x
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Vx=5 см/c;

ax=
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Vy=
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= 10t – 5/3,
Vy=8,33 см/c;
ay=
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 = 10 см/с2.

По найденным проекциям определяется модуль скорости:
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V=9,7 см/c;
и модуль ускорения точки:
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a=11,66 см/с2..

Модуль касательного ускорения точки:
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итак 
a = 11,66 см/с2..
dV/dt выражает проекцию ускорения точки на направление ее скорости. Знак «+» 

при dV/dt означает, что движение точки ускоренное, направления 
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 совпадают; знак «–» – что движение замедленное.

В данной задаче dV/dt имеет Знак «+», следовательно направления  
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 совпадают, значит, движение точки ускоренное.

Модуль нормального ускорения точки
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так как траекторией движения точки является прямая, то радиус кривизны  приближен к бесконечности, откуда

an ( 0  при   (   .

Результаты вычислений для 
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Рис. 11
заданного момента времени t=1с приведены в таблице.
Таблица 4
	Координаты, см
	Скорость, см/с
	Ускорение, см/с2
	Радиус кривизны

	x
	y
	Vx
	Vy
	V
	ax
	ay
	a
	a
	an
	

	3,0
	1,3
	5,0
	8,33
	9,7
	6,0
	10,0
	11,66
	11,7
	0
	


Задание К.2.
Определение скоростей и ускорений точек твердого тела при поступательном и вращательном движениях.


Движение груза 1 должно описываться уравнением
x = c2t 2 + c1t + c0,

где t – время, с0 – 2 – некоторые постоянные.

В начальный момент времени (t=t0) координата груза должна быть x0, а его скорость – V0 .










Кроме того, необходимо чтобы координата груза в момент времени t=t2 была равна x2.


Определить коэффициенты c0 – 2 , при которых осуществляется требуемое движение груза. Определить также в момент времени t=t1 скорость и ускорение груза и точки M одного из колес механизма.

Дано: OA = 35 см,



AB = 75 см,



AC = 60 см,



OA = 5c-1,


OA = 10c-2,
[image: image61.png]



Рис. 12
Решение.

Уравнение движения груза 1 имеет вид

x = c2t2+ c1t + c0

(1)
Коэффициенты c0 – 2 могут быть определены из следующих условий:
       при t=0
       x0=8
    V0=5
       (2)
при t2=4
x2=124

          (3)
Скорость груза 1
V=
[image: image62.wmf]·

x

= 2c2t + c1

(4)
Подставляя (2) и (3) в формулы (1) и (4), находим коэффициенты

c0 = 8 см
c1 = 5 см/с
c2 = 6 см/с2.

Таким образом, уравнение движения груза 1 принимает вид:
x=6t2 + 5t +8;

(5)
скорость груза 1:

V=
[image: image63.wmf]·

x

= 12t + 5;

(6)
ускорение груза 1:
a = 
[image: image64.wmf]·

·
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 = 
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=12 см/с2.
Для определения скорости и ускорения точки M запишем уравнения, связывающие скорость груза V и угловые скорости колес 2 и 3.

В соответствии со схемой механизма

V = r22
и
R22= R33
,
(7)
откуда
3=
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или с учетом (6) после подстановки данных
3=
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Угловое ускорение колеса 3   
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Скорость точки M, ее вращательное, центростремительное и полное ускорения определяются по формулам:

VM = R3 3;
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Отсюда 
VM = 105*(0,147t + 0.061) = 52,71 см/с
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[image: image73.wmf]ц
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aM = 
[image: image74.wmf]2
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=30,63 см/с2
Результаты вычисления для заданного момента времени t=t1 приведены в таблице5.
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Рис. 13
Таблица 5
	V,  см/с
	a, см/с2
	3, с-1
	3, с-2
	VM,  см/с
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M

a

, см/с2
	
[image: image77.wmf]В

M

a

, см/с2
	aM, см/с2

	41
	12
	0,502
	0,147
	52,71
	26,46
	15,435
	30,63


Задание К.3.
Кинематический анализ плоского механизма.

Найти для заданного положения механизма скорости и ускорения точек B и C, а также угловую скорость и угловое ускорение звена, которому эти точки принадлежат.

Дано: OA = 35 см;


 AB = 75 см;


 AC = 60 см;


 OA = 5 с-1;


  OA = 10 с-2.


Решение:
[image: image78.png]



Рис. 14

1. Определение скоростей точек и угловой скорости звена.
Вычислим модуль скорости пальца A кривошипа OA при заданном положении механизма:

VA =  OA * OA.

Скорость точки A перпендикулярна кривошипу OA. Скорость ползуна B направлена по горизонтали. Мгновенный центр скоростей PAB шатуна AB находится в точке пересечения перпендикуляров, проведенных из точек A и B к их скоростям.
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Рис. 15


Угловая скорость звена AB:

AB = VA / APAB.

Модули скоростей точек B и C:
VB =  AB * BPAB,
 VC =  AB * CPAB.

Расстояния APAB, BPAB и CPAB определяются из рассмотрения треугольников ABPAB и ACPAB:

APAB = 75 / cos 45o = 106.066 см;

BPAB = AB = 75 см;

CPAB = 
[image: image80.wmf]2
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= 76.485.
В соответствии с этим
VA = 175 см/с,





AB = 1.66 с-1,





VB = 123.744 см/с,




VC = 126.124 см/c.


Вектор 
[image: image82.wmf]C

V

r

направлен перпендикулярно отрезку CPAB в сторону, соответствующую направлению вращения звена AB.

Для проверки определим скорость точки B другим способом. Воспользуемся теоремой о равенстве проекции скоростей точек на ось, проведенную через эти точки.


Направим ось x вдоль AB в направлении от B к A. Имеем:
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Отсюда VB = 123.74 см.
2. Определение ускорений точек и углового ускорения звена.
Полное ускорение точки A:
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Согласно теореме об ускорениях точек плоской фигуры:
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Центростремительное ускорение точки B во вращательном движении шатуна AB вокруг полюса A:
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Вычисляем: 
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Вектор 
[image: image89.wmf]Ц
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направлен от A к O. Вектор 
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 перпендикулярен вектору
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и сонаправлен с 
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 (Вращение кривошипа OA – замедленное).

Вектор 
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направлен от B к A.

Линия действия 
[image: image94.wmf]B
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 –  перпендикулярно AB.
Зададимся произвольно направлениями ускорений 
[image: image95.wmf]B
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и 
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по указанным линиям.

Эти ускорения определим из уравнений проекции векторного равенства (1) на оси координат.
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Рис. 16
Выбрав направления осей x и y (рис.16), получаем:
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Получаем
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Так как aB >0, направление 
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выбрано правильно.
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Направление
[image: image102.wmf]B
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 выбрано неправильно.


Ускорение 
[image: image103.wmf]B
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и все его составляющие с учетом их истинных направлений и масштаба показаны на рис.17.

Угловое ускорение шатуна AB определяется по формуле:
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Направление ускорения 
[image: image106.wmf]B

AB

a

r

 относительно полюса A определяет направление углового ускорения 
[image: image107.wmf]AB
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. В данном случае угловое ускорение противоположно вращению шатуна.
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Рис. 17

Определить 
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 и 
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 можно и графически – построением многоугольника ускорений.
Отложим из точки B согласно (1) в выбранном масштабе последовательно векторы 
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 (рис.18). Через конец вектора 
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 проведем прямую, параллельную вращательному ускорению 
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, т.е. перпендикулярно AB, до пересечения ее с прямой, по которой направлено ускорение 
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. Последняя определяется как замыкающая сторона многоугольника ускорений.
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Рис. 18


Модули 
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 могут быть найдены измерением на чертеже.

Определим ускорение точки C: 
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Вращательное и центростремительное ускорения точки C во вращательном движении AB вокруг полюса A:
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Вектор 
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 перпендикулярен вектору 
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и направлен соответственно угловому ускорению 
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Ускорение точки C находим способом проекций (рис.16).
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В результате вычислений получаем: 
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Рис. 19


[image: image125.wmf]2

/

8698

.

700

с

см

a

Cx

-

=

; 
[image: image126.wmf]243

,

74

-

=

Cy

a

;  
[image: image127.wmf]791

,

704

=

C

a

 (рис.19).

Приведем решение задачи другим, более общим способом.

На рис.20 показана схема механизма в некотором произвольном положении.


Проведем оси координат. Уравнениями связи для данного механизма являются условия
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– радиус-вектор точки B, проведенный из центра O),
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Рис. 20
yB = a = const.

С учетом этого свойства, проецируя уравнения связи на ось y, имеем


[image: image131.wmf]a

AB

OA

=

×

-

×

b

a

sin

sin

.
(3)

Найдем угловую скорость звена AB. Учитывая, что 
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, получаем в результате дифференцирования уравнения (3)
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Отсюда
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(5)
Дифференцируя уравнение (4) и учитывая, что 
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Выражения (5) и (6) позволяют вычислить 
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 для любого положения механизма. Вычисления дают в этом случае
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Модуль скорости точки B 
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Отсюда после дифференцирования получаем
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Для определения скорости и ускорения точки C следует составить уравнения ее движения в координатной форме, проецируя радиус-вектор 
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на оси x и y.

Результаты расчетов представлены в таблице.
Таблица 6
	VB, см/с
	aB, см/с2
	VС, см/с
	aC, см/ с2
	AB, с-1
	AB, с-2

	123,744
	834,518
	126.124
	704,791
	1,65
	4,95


Задание К.7.
Определение абсолютной скорости и абсолютного ускорения точки.

Точка M движется относительно тела D. По заданным уравнениям относительного движения точки M и движения тела D определить для момента
 времени t = t1 абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки M.

Дано: Sr = OM = 
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Определить: VM и aM.

Решение:
[image: image151.png]



Рис. 21
Найдем расстояние от точки O до шарнира:  
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Положение точки M на теле D определяется расстоянием Sr = OM.
При t = 3/8
с
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Абсолютную скорость точки M найдем как геометрическую сумму относительной и переносной скоростей:
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Модуль относительной скорости 
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Отрицательный знак показывает, что вектор относительной скорости направлен противоположно направлению возрастания Sr.

Модуль переносной скорости 
[image: image158.wmf]e
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где R – радиус окружности L, описываемой той точкой тела, с которой в данный момент совпадает точка M, 
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при t = 3/8 c
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Положительный знак у величины 
[image: image162.wmf]e
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показывает, что вращение треугольника происходит вокруг точки A в сторону, соответствующую

направлению отсчета угла 

Вектор 
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направлен от рисунка.

Модуль переносной скорости:
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Вектор 
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направлен по касательной к окружности L в сторону вращения тела. Найдем абсолютную скорость точки M в данный момент времени:
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Рис. 22
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где 
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Абсолютное ускорение точки равно геометрической сумме относительного, переносного и кориолисова ускорений:
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Модуль относительного касательного ускорения
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Рис. 23


[image: image178.wmf]|,

~

|

t

t

r

r

a

a

=


где


[image: image179.wmf]t

dt

S

d

a

r

r

p

p

t

2

cos

80

~

2

2

2

-

=

=

;
при t = 3/8 c
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Нормальное относительное ускорение
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так как траектория относительного движения – прямая (
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Модуль переносного вращательного ускорения
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– модуль углового ускорения тела D:
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Модуль переносного центростремительного ускорения
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Кориолисово ускорение


[image: image198.wmf].

2

r

e

c

V

a

r

r

r

´

=

w


Модуль кориолисова ускорения
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Имеем ac = 1411,748 см/c2.

Вектор 
[image: image201.wmf]c

a

r

направлен по правилу векторного воспроизведения.

Модуль абсолютного ускорения точки M находим способом проекций:
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Результаты расчетов занесены в таблицу.
Таблица 7
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	-1151,2
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Часть 3. Динамика
Задание Д.1.

Интегрирование дифференциальных уравнений движения материальной точки, находящейся под действием постоянных сил.

Лыжник подходит к точке A участка AB, наклоненного под углом  к горизонту и имеющего длину l, со скоростью   VA. Коэффициент трения скольжения лыж на участке AB равен f. Лыжник от A до B движется  c; в точке B со скоростью VB он покидает трамплин. Через T с. лыжник приземляется со скоростью VC в точке C горы, составляющей угол  с горизонтом.
При решении задачи принять лыжника за материальную точку и не учитывать сопротивления воздуха.

Дано:  = 15º;



  f = 0,1;



  = 0,2 c;



 h = 40 м;


  = 30º.

   Определить VB и T.
Решение:
[image: image215.png]



Рис. 24
1. Рассмотрим движение лыжника на участке AB:
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проекции на ось x1:
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Сила трения:
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Начальные условия при t=0:

x10=0
и  x10=VA;
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Найдем постоянные интегрирования C1 и C2;  при t=0 имеем:
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Тогда:
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При t = имеем:
      x1 = l
и    
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Из последнего уравнения находим:
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подставим в первое уравнение системы, получим:
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2. Рассмотрим движение лыжника на участке BC:
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проекции на ось x1:
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проекции на ось y1:
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Начальные условия при t=0:
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Найдем постоянные интегрирования C3 , C4 , C5 , C6 ;  при t=0 имеем:
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Отсюда:
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Тогда:
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В момент приземления при t = T имеем:
x = d,
y = -h. 
Из рисунка видно, что 
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T = 0
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Ответ:
VB = 14,9 м/c;
T = 3,7 c.
Задание Д.3.

Исследование колебательного движения материальной точки.


В некоторый момент времени груз D (m = 2 кг) присоединяют без начальной скорости к концу A недеформированных пружин, последовательно 
соединенных пружин, имеющих коэффициенты жесткости C1 = 12 Н/см, C2 = 6 Н/см. В тот же момент времени (t = 0) другой конец пружин B начинает совершать движение вдоль наклонной плоскости ( = 45º) по закону
 = 0,02 sin 20t (м) (ось  направлена вдоль наклонной плоскости вниз).

Решение:
[image: image245.png]



Рис. 25

Движение груза D описывается векторным уравнением:
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Проецируя на ось x, получаем дифференциальное уравнение движения груза D:
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Сила упругости:
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При последовательном соединении жесткость пружин C равна:
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Имеем:



[image: image250.wmf]ст

Cf

C

Cx

mg

x

m

+

+

-

×

=

·

·

x

a

sin

.

Статическое удлинение пружины найдем из уравнения, соответствующего состоянию покоя груза D:
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Начальные условия при t = 0:

x0 = -fст = -0,035 м

и
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Общее решение этого дифференциального уравнения можно записать в виде:
x = x*+ x**,

где x*   – общее решение однородного уравнения,

      x** – частное решение неоднородного уравнения.
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Частное решение ищем в виде:
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Общее решение:
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Найдем постоянные интегрирования C1 и С2 , при t = 0 имеем:
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Откуда:
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Ответ:  закон движения груза D имеет вид:
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Задание Д.6.

Применение основных теорем динамики к исследованию движения материальной точки.


Шарик, принимаемый за материальную точку, движется из положения A внутри трубки, ось которой расположена вертикальной плоскости, причем он отделяется от пружины, пройдя путь h0.

Найти скорость шарика в положениях B и C и давление шарика на стенку трубки в положении C. Трением на криволинейных участках траектории 
пренебречь.


Дано: m = 0,4 кг;



 VA = 5 м/с;



 = 1,0 с;



 R = 1 м;



 f = 0,10;



  = 30º;



 h0 = 0,50 м;



 c = 500 Н/м.


Найти: VB, VC, VD, NC.
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Рис. 26

Решение:

Для определения скоростей VK, VE, VC и VB применим теорему об изменении кинетической энергии материальной точки.

· Участок AK:
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Отсюда скорость шарика в момент отделения шарика от пружины:
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· Участок KE:
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Отсюда скорость шарика в точке E:
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· Участок CE:
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Отсюда скорость шарика в точке C:
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· Участок BE:
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Отсюда скорость шарика в точке B:
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· Для определения скорости VD запишем теорему об изменения количества движения в проекциях на ось x:
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Отсюда скорость шарика в точке D:
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· Определим давление шарика на стенку трубки в точке C:
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проекции на ось y0:
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Ответ:
VB = 16,7 м/c,
VC = 16,9 м/c,




VD = 20,7 м/c,
NC = 112,3 Н.
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